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מבוא
במאמר קודם הוגדרה והודגמה האוריינות האופרציונלית (גבעון, 2004) כאותו תחום באוריינות העוסק בטקסטים מנקודת מבט של הפעולות האובייקטיביות המתבצעות בהן תוך כדי ביצוע משימות אוריינות בהם. במאמר הזה אציג ניתוח של היבטים מסוימים של השיח האקדמי המתמטי כדוגמה נוספת ליישום האוריינות האופרציונלית. ניתוח זה נעשה, בין היתר, במגמה להוכיח שלא ניתן להכשיר מורים באוריינות אקדמית כללית, מכיון שזו לא תספק להם דיווח אמין על תפקידם של הטקסטים בשיח האקדמי בתחומי הדעת מבוססי המתמטיקה. תחומים אלה כוללים את המתמטיקה עצמה, את מדעי המחשב, את מדעי הטבע המודרניים, את מדעי הטכנולוגיה השונים, ואת תחומי הדעת במדעי החברה שמשתמשים במתמטיקה לא באופן מטאפורי: הכלכלה המתמטית והפסיכולוגיה המתמטית. מלבד מגמה זו, מסתבר שלניתוח הזה יש השלכות על שילוב טכנולוגיות שונות בשיח המתמטי.
חקר השימוש בלוח כתה בהרצאות מתמטיות
אם נשווה את שטח הלוחות המשמשים בחדרי הרצאות במתמטיקה, בפיסיקה, ובהנדסת אלקטרוניקה (לדוגמה) עם שטח הלוחות המשמשים, לאותן מטרות, בתחומי מדעי הרוח, נגלה שבראשונים משתמשים בלוחות בעלי שטח גדול יותר, במספר סדרי גודל, מאשר באחרים. אם נשווה את שכיחות הימצאות לוחות בחדרי העבודה של אקדמאים בשתי קבוצות תחומי הדעת, נגלה שכמעט אין חדר של מתמטיקאים או פיסיקאים שאין בו לוח, ואילו חדרי מרצים רבים במדעי הרוח נקיים מלוחות כאלה, או אם ישנם, השימוש בהם הוא מזערי ביותר.

אם נצפה בפעולות השימוש בלוח, נגלה שבתחומים "המתמטיים" הלוח מהווה מצע לשיתוף התלמידים או העמיתים עם המרצה או המדבר, בתהליך פיתוח הרעיונות עצמו. כאשר חוקרים, במתמטיקה או בפיסיקה, מבקשים לפתח רעיון כלשהו, לעיתים קרובות, הם ינהלו את הפיתוח של הרעיון, בקול רם, בפרוטרוט, תוך כדי כתיבה. תופעה כזו נדירה מאד בדיונים בתכנים מתחום מדעי הרוח, כגון הסיפרות או ההיסטוריה. בדיונים אלה במדעי הרוח, בדרך כלל, הלוח משמש כמצגת של מידע מרוכז, למיקוד תשומת הלב או החשיבה, בזמן הדיון או בעת הצגת התכנים, כמו בשיעור פרונטלי. בתחומי הדעת המתמטיים, הלוח משמש פלטפורמה לביצוע והצגה של תהליכים פומביים של עיבוד של אותן תבניות הסמלים המשמשות באותם תחומי דעת. אין זו רק הצגת התבניות הללו עצמן (הנוסחאות) כטקסטים סטטיים המייצגים תכנים. אם כך, משמעות המונח "שיעור פרונטלי" במתמטיקה (ובתחומים אחרים המשתמשים באופן פעיל בכלים מתמטיים) שונה ממשמעות המונח הזה בהוראת תחומי דעת אחרים. אין זאת אומרת שמרצה במתמטיקה אינו יכול להיות מסוגר בהרצאתו ולא לשתף את התלמידים בתהליך השימוש בלוח. אך עדיין השימוש שלו בלוח יהיה שונה לחלוטין מן השימוש של עמיתו ממדעי הרוח או החברה. מכל מקום, מתצפיות כאלה עלינו להסיק שעצם השימוש בלוח אין פירושו שמדובר בשיעור פרונטלי הידוע לשמצה. למשל, אי-אפשר להפוך את השיעור המתמטי לדיון ולרב-שיח וגם לוותר על השימוש בלוח.
הבנת אופי הטקסטים המתמטיים הייחודיים
אם נמקד את התצפיות שלנו ונשים לב לטקסטים המופיעים בלוח, או במאמר מתמטי, נוכל למצוא גם להם מאפיינים מיוחדים שבדרך כלל אין לטקסטים בתחומי הדעת שאינם מתמטיים.

הטקסטים המתמטיים המיוחדים, המופיעים בשיח המתמטי בתהליכי כתיבה ועיון, מורכבים מקטעים המוכרים לכולנו כ"נוסחאות". לכאורה, הנוסחאות אינן אלא דרכים יעילות, קומפקטיות ומזוככות, לייצוג מקוצר של התכנים שלהן. לדוגמה, הנוסחה המפורסמת של משפט פיתגורס, המבטאת את הקשר שבין אורכי צלעות משולש ישר זווית, דהיינו:

a2 + b2 = c2
או, הנוסחה המפורסמת של איינשטיין בדבר הקשר שבין מאסה לאנרגיה:

E = mc2
הן נוסחאות, שנוטים להתייחס אליהן כאל קיצור של תכנים ברורים הניתנים לדיבור. הנוסחה הראשונה, למשל, מהווה (בהקשרים מסויימים) קיצור לטענה: שטחו של רבוע שצלעו היא היתר במשולש ישר זוית, שווה לסכום השטחים של שני הריבועים שצלעותיהם הם הניצבים של אותו המשולש. מי שאינו עוסק במקצוע עצמו, עלול להיתפס למחשבה שבזאת מיצינו את מהות הנוסחאות המתמטיות האלה ואת תוכנן.
אחת התכונות האופייניות לנוסחאות מתבטאת בעובדה שבקריאתן אין אנו מביעים את תוכנן אלא קוראים את הרכבן, אות אות, סימן סימן. למה הדבר דומה, למי שמתבקש לקרוא את ההיגד "הספר נמצא על השולחן" והוא משמיע בקול: "ה"א, סמ"ך, פ"א, רי"ש, רווח, עי"ן, למ"ד, רווח, ה"א, שי"ן, ו"ו, למ"ד, חי"ת, נו"ן סופית". נוהג זה מאפשר לשחרר את הנוסחה המתמטית מהקשר תוכני ספציפי, שחרור שהניב תוצאות רבות הן בפיתוח המתמטיקה והן ביישומי המתמטיקה המעשיים ביותר. לדוגמה, ג'ימס מקסוול,  בשנת 1873, הראה על-ידי ניתוק משוואות מתוכנן הספציפי, כיצד התופעות החשמליות והתופעות המגנטיות ותופעות קרינת האור, הן בעצם תופעות זהות, והביא על-ידי-כך לגילוי גלי הרדיו. 
גם בקריאת המספרים הנכתבים בשיטה העשורית אנו מציגים את האופן שבו המספרים נכתבים (לפי ספרותיהם) ולא את המספר עצמו. המספר 124 נקרא כסכום של שלושה מספרים: מאה, עשרים, ארבע. אנו לא נקרא את תוצאת הסכום שמתקבל מפעולת החיבור המיושמת על אותם שלושה מספרים. איננו יודעים לומר מהו 124 אלא מתארים הרכב של נוסחה שמאפשרת, בכוח, את חישובו. 
נוכל לטעון אפוא, שבתחום השיח המתמטי, ההתייחסות הבסיסית היא אל הנתונים עצמם, ולא אל שמות של רעיונות שאמורים להתעורר בתודעת הקורא אותם. חנה ארנדט, עוד בשנת 1956, בדיון על משמעות השיח הפוליטי, עמדה על העובדה שהטקסטים המתמטיים אינם ייצוג של כל תוכן שהוא הניתן לדיבור [ארנדט, 1956]. בהקשר אחר, בבקורת על המתודולוגיה של האנטרופולוגיה, מזהיר ג'ק גודי את עמיתיו מפני  שימוש בטקסטים לא מדוברים בהתייחסות אל תרבויות אוראליות, והוא מציין כדוגמה את שפת המתמטיקה שהיא שפה כתובה שכולה איננה תעתיק של כל דיבור שהוא [גודי, 1977].

השימוש בטקסטים "בלתי דיבוריים" ב"הרצאה" במתמטיקה, מחייב את המרצה לכתוב אותם מבלי לקרוא את תוכן הכתוב. לכל היותר, הוא משמיע בקול את הסימנים המרכיבים את הכתוב. כך, הכתיבה משתלבת ב"הרצאה" כרכיב חיוני ולא כשיח הנלווה לדיבור. עובדות אלו מוכרות לכל מי שלמד מתמטיקה, בכל שימושיה, ובוודאי ברמה האקדמית, אם בלימודי המדעים ואם בלימודי הטכנולוגיה, והן כמעט שאינן מוכרות בתחומי הדעת האחרים.
לדוגמה, בתרשים הבא מוצג שימוש שכיח למדי במערכת סמלים מורכבת מאד, הנקראת "תרשים קומוטטיבי" של פונקציות, כפי שמופיע בטקסט העוסק בתורה המתמטית של מערכות בקרה ליניאריות.
"תרשים קומוטטיבי" של פונקציות, הוא תרשים - של פונקציות (או תהליכים) המיוצגות על-ידי חצים המקשרים תווים (קודקודי התרשים, המייצגים את מקורות ויעדי הפונקציות) והחיצים עצמם, אף הם מסומנים על-ידי תווים (המייצגים את הפונקציות עצמן), - המקיים את שתי הדרישות הבאות: (1) כל שרשרת של חצים רצופה מאפשרת את הרכבת הפונקציות שבשרשרת (או התהליכים), לפונקציה אחת (לתהליך אחד), (2) כך, שאם ניתן להגיע מקדקוד כלשהו לקודקוד אחר כלשהו בשני מסלולים או בשתי שרשראות של חצים, הפונקציות המורכבות (או התהליכים המורכבים) מהם, הן פונקציות זהות (או תהליכים זהים). (השם "קומוטטיבי" ניתן לטבלה כזו מכיון שהיא מכלילה את המצב שבו מדובר בשתי פונקציות שתוצאות הרכבתן איננה תלויה בסדר ההרכבה. )
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efficient way of oblaining the desired F, G, and H; no other formula can
work in general.

Step 5 Verification that we have a realization. The fact that
A, = HG follows at once from the commutative diagram

G X—__H
B Aoy

2 /
Qy——— 'y

fN’N

(upper edges = HG, lower edges = A;). From the diagram used to con.-
pute F we get

Qy ————— I'n’
v (af In'w Y

which proves A. = HFG. By iterating this construction, we prose
A, = HF—G for all © > 2.





תרשים: 
דוגמת הצגה של "תרשימים קומוטטיביים" של פונקציות, בשיח מתמטי (לקוחה מספר הדן בסוגיות בתורת המערכות המתמטית [Kalman et al, 1969, עמ' 300]).

התרשימים הקומוטטיביים יכולים להיות מורכבים כל כך, שאפילו אינם ניתנים לתיאור מילולי בדרך פשוטה. כפי שהדוגמה הזו ממחישה, הטקסטים הפורמליים האלה אינם סדרות ליניאריות של סימנים, ולכן הם אינם ניתנים אפילו לתיאור בשיטה סדורה אחת.
לאותו טקסט שאפילו המתמטיקאים אינם יכולים לבטא את תוכנו בקריאה, אלא, לכל היותר, רק לתאר את הרכבו או רק לכתוב אותו, אני אקרא "טקסט סימבולי". השיח המתמטי מיוחד בזה שהוא מכיל טקסטים סימבוליים לרוב, עובדה זו מסבירה את השימוש בלוח בשיח זה. מה שלא ניתן לדיבור מחייב הצגה ויזואלית של הטקסט עצמו. אך בנוסף על כך, הרכבו של השיח נהייה למורכב עוד יותר בשל תכונה נוספת של המתמטיקה.
בין הרצאותיו המפורסמות של הפיסיקאי ריצ'ארד פיינמן בדבר מהותו של חוק פיסיקלי, מוקדשת הרצאה אחת לתפקיד המיוחד שיש למתמטיקה בפיסיקה. בין היתר, כך הוא טוען: "...המתמטיקה איננה רק שפה אחרת. המתמטיקה היא שפה פלוס הסקת מסקנות; היא כמו שפה בתוספת של היגיון... ...מכל מקום, אם אינך מעריך את המתמטיקה, אינך יכול לראות, בתוך המכלול הרב של העובדות, שההיגיון מאפשר לך לנוע מעובדה אחת אל השניה... ...המתמטיקה היא רק חשיבה הגיונית מאורגנת." [פיינמן, 1967]
המתמטיקה היא, אם כך, גם שפה לייצוג (של עצמים, מבנים, מצבים ותהליכים) באמצעות טקסטים סימבוליים, שאינם ניתנים לדיבור, וגם מנגנון להסקה מפורשת של טקסטים מטקסטים. בקטע המצולם מספרו של רודולף קלמן, בתרשים לעיל, נראה בעליל שגם שם מתואר תהליך של הסקת תרשימים קומוטטיביים מתרשימים קומוטטיביים.
קשה למצוא מאמר אקדמי מתמטי שאין בו יישום של השפה המתמטית כמנגנון ל"חשיבה הגיונית מאורגנת", כלומר, כשפה המתארת לא רק את מושאי החקר המתמטי (המיוצגים, בדרך כלל, על-ידי טקסטים סימבוליים – הנוסחאות, למשל) אלא גם כמנגנון להסקת מסקנות בדרך בעלת צורה גלויה ומפורשת, והמתייחסת בעיקר אל הפקת טקסטים סימבוליים מטקסטים סימבוליים על ידי פעולות "טיפוגרפיות" (כלומר על-ידי הזזה והתמרה של תווים). עובדה זו מתגלה באופן תצפיתי בשימוש הרב בהפניות מפורשות בטקסטים המתמטיים אל יחסים המתקיימים בין נוסחאות לנוסחאות. ההפניות נועדות לציין את תהליך ההוכחה, שאיננו אלא תהליך של הצגה של הסקת מסקנות, כאשר נוסחה זו או אחרת, מתקבלת כתוצאה של יישום של תהליך מפורש ותצפיתי של עיבוד טיפוגרפי של נוסחאות מכמה נוסחאות קודמות בתהליך, היכולות להימצא במקומות שונים ומרוחקים בטקסט עצמו. הפנייה שכזו מתבטאת צורנית במיספור הנוסחאות, ואחר-כך, בשימוש במיספור הזה כדי להתייחס אל נוסחאות קודמות בזמן ההתייחסות אל נוסחאות נוכחיות מאוחר יותר בטקסט. פירושו של דבר, ברגע שבטקסט המתמטי מתוארות הוכחות שאינן מובנות מאליהן, יש לטקסט מבנה לא ליניארי.
כאשר המתמטיקאי מבצע שינוי בנוסחה בתוך מאמר, או במהלך הרצאה, הוא אינו משכתב את הנוסחה במשמעות של שיפורה או התאמתה לתוכן מיועד מסויים, כמו בתהליך של טיוט, אלא במטרה להסיק ממנה מסקנות. במקרים רבים, התוכן שהוא מציג הוא עצם תהליך השינויים בנוסחה, ולכן הוא משחבר אותה כדי להציג את התוכן המגולם בעצם השחבור עצמו, וזאת, במקביל ובנוסף לתוכן המוצג בכל גירסה של הנוסחה. כלומר, המתמטיקאי מציג לא רק את הנוסחאות ואת הטענות, אלא גם את קשרי עיבודן.

במקרים רבים, כאשר קטעי ההוכחות הם מובנים מאליהם (פחות או יותר), על הקורא המיומן להשלים את החסר שבמאמר, מבחינת הפרטים המבססים את הקישורים. "מנוסחאות (2.4), (2.5) ו-(2.11) קל לראות ש-..." היא טענה שקשה לכותבי המתמטיקה להימנע מלכתוב כדוגמתה. טענה שכזו מחייבת את הקורא לגלות בעצמו את האופן שבו נובעת הנוסחה הנדונה מאותן שלוש נוסחאות, ובדרך כלל, הוא ייאלץ לבצע זאת בעזרת כתיבה הנלווית לקריאה. כלומר, הקורא טקסט של "שיח מתמטי" נדרש לא סתם לקרוא אותו, כמקבל "תוכן" הערוך בטקסט, אלא לעשות, בעצמו, את מעשה המתמטיקאי ביצירת תהליך של הסקת נוסחאות וטענות מנוסחאות וטענות קודמות. האם אין הקורא מבצע בזאת השלמה של כתיבת המאמר, כחלק הכרחי של קריאתו, ובתהליך שהוא מאד לא ליניארי? זה חל על קריאת מאמרים וגם על "האזנה" להרצאה. בכל מקרה, אין לטקסט המתמטי מבנה ליניארי.
מדובר אפוא במבנה קישורי הקיים במאמרים, בספרים ובהרצאות במתמטיקה מזה עשרות רבות, אם לא מאות של שנים. אין זה קישור כדוגמת ההיפרטקסט, שכן לא מדובר כאן באפשרויות לניווט הקריאה, אלא בתוספת נתונים למערכת הטקסטים הנקראת, המבטאים יחסים בין הטקסטים המוצגים במאמר. ההצבעה על קשרי תיהלוך והצגתם הם חלק מהותי של תכולת השיח המתמטי. הטקסטים המתמטיים ניתנים לאיפיון, בדיעבד, כטקסטים המתייחסים אל עיבוד של טקסטים והמציגים עיבוד כזה כתוכנם. ואמנם, אם נפעיל על מאגר נתונים של מאמרים מדעיים שונים מילות חיפוש המתייחסות אך ורק אל תיהלוך הטקסטים, רוב הפריטים שייחשפו בדרך זו יהיו בעלי תוכן מתמטי.
נפנופי הידיים של כל המרצים במתמטיקה ובמדעים עתירי המתמטיקה על-פני לוח הכיתה, הם תופעה המוכרת לכל תלמידי תחומי הדעת האלה. הם אינם רק הרגלים של שפת גוף, כחלק של התקשורת האנושית המשמשת את ההוראה [Roth and Lawless, 2002], אלא אמצעים גופניים הנחוצים להצגת הקשרים שבין הטקסטים המוצבים במצע שהוא במקרה הלוח הקונבנציונלי. אין זה מפתיע שתמונת הסיום של הסרט התיעודי "על נפלאות התבונה" מראה את ג'ון נאש עומד ליד לוח ענק, המלא בשורות של  נוסחאות, וגופו מעוות בניסיון, גם לעמוד כשפניו אל קהל שומעיו וגם, בו בעת, להצביע על נוסחה שהופיעה בשורה עליונה בלוח...
מסקנות
מה שעשינו כאן הוא למעשה חשיפת טיפוסי הנתונים המשמשים בפועל בשיח המתמטי האקדמי: מבנה הנתונים והפעולות המצורפות אליהם. מושג טיפוס הנתונים הכרחי כדי להגדיר את השיח המתמטי ברמתו האופרציונלית. ללא הבנת ההרכב המיוחד של טיפוסי הנתונים המשמשים בפועל בשיח המתמטי, כצירוף של מבנים עם פעולות, לא נוכל להבין את תכונותיו הייחודיות של השיח הזה, ולא נוכל להבין את צרכיו.

בין היתר, לא נוכל לאפיין באופן מקצועי את התוכנות המתאימות לצרכים אלה. רק חקירה המתייחסת אל נתונים במשמעותם האופרציונלית יכולה לחשוף את העובדה שהשיח הנחקר נשען לעיתים קרובות על שימוש בטקסטים שהם מטיפוס נתונים מיוחד במינו, ורק תוכנות התומכות בטיפוס שכזה, או תוכנות התומכות בטיפוסים דומים לו, יכולות לשמש ככלים מעשיים בניהול השיח הזה. 
אם למשל, היינו מסתפקים בהתייחסות אל הטקסטים המופיעים על גבי לוחות הכתה כישויות סטטיות, כמיצג סטטי של מידע, היינו סוברים לתומנו, שמעבד תמלילים משוכלל בעל אפשרות של כתיבת נוסחות מתמטיות הוא כלי המספיק להוראת המתמטיקה. רק בחינה של הפעולות המתבצעות במהלך הרצאה מתמטית יכולה לקבוע האם טיפוס הנתונים הניתן למימוש במעבד תמלילים שכזה יכול להתאים לניהול ההרצאה או לא. הנתונים שהבאתי במאמר הזה על אופן ניהול השיח המתמטי מצביעים על כך שיש אי-התאמה בין טיפוסי הנתונים, כלומר, בין המבנה הדינמי של הטקסט של ההרצאה לעומת המבנה הדינמי של הטקסט של מעבד התמלילים, המונעת את שימושיותו של מעבד התמלילים, או תוכנות דומות אחרות, ככלי לניהול הרצאות שכאלה. מיותר לציין שתוכנת מצגת מן הסוג הנפוץ שנבנתה לצרכים עסקיים, גרועה אפילו ממעבד התמלילים הנפוץ ליישום בהצגת מידע מתמטי אקדמי.
המאמץ בשימוש במחשבים לחישובים הנדסיים ליווה את פיתוח המחשבים מראשית קיומם. ואכן, קיימות תוכנות נהדרות לביצוע תהליכי עיבוד של נוסחאות מתמטיות לצורכי מהנדסים. בדרך כלל, תהליכי עיבוד אלה מיושמים להפקת ערכים מספריים של ביטויים מתמטיים, או להפקת פתרונות למשוואות. רק לאחרונה פותחו תוכנות שניתן להשתמש בהן ככלי עזר לעיבוד ולהצגה של נוסחאות וביטויים מתמטיים, בדרכים הנדרשות במאמרים מתמטיים. עדיין לא קיימות תוכנות להצגת תכנים מתמטיים בדרך שבה המתמטיקאים נוהגים להציג את השיח האקדמי שלהם. תוכנת ההצגה צריכה לכלול למשל, כלי שיאפשר למשתמש ביצוע נוח של עיצוב ושכתוב של הטקסטים הדוממים הדרושים לו. נוסף על כך, על התוכנה לאפשר יצירת קישורים מן הסוג המשמש את המתמטיקאי להצגת יחסים שבין נוסחאות וטענות ומימושם בדרך התואמת את המתרחש בהרצאה, או בקריאת מאמר.
קשה להניח שהמתמטיקאים יוותרו על ההתייחסות אל טקסטים דוממים בשיח שלהם. קשה גם להניח שהשיח שלהם לא יכלול הוכחות מתמטיות, ובדרך כלל, הוכחות אלה תהיינה לא קצרות ולא פשוטות מבחינת יחסי התיהלוך הנדרשים כדי להרכיב אותן כהוכחות. הרתיעה הקיימת בתחומי החינוך הגבוה מהעברת משקל הכובד אל המדיום הדיגיטלי כאמצעי הוראה מרכזי, אינה נובעת אפוא משמרנות או מחרדה מפני הטכנולוגיה, אלא מאי-התאמת התוכנות הקיימות, למשל, במקרה הנדון כאן, לדרישות הוראת המקצועות המדעיים. רק עיון באופני השימוש התצפיתיים בלוח במהלך הרצאה במתמטיקה יכול לספק חלק משמעותי של הדרישות שיש לממש בתוכנה למתן הרצאות במתמטיקה.
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